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Tema 1

Formalismo hamiltoniano

1.1. Ecuacions canonicas

O formalismo hamiltoniano é dun gran valor pola sia potencia e ele-
gancia, fornecendo o fundamento para extensions tedricas da Fisica, tanto
dentro da Mecanica Clésica (Teoria de Hamilton-Jacobi, Teoria canénica
das perturbaciéns, Caos, etc. ) como doutras ramas da Fisica (Mecénica
Estatistica, Mecdnica Cudntica). As primeiras secciéns son as mesmas que
no capitulo 6 dos apuntes de Mecédnica Clasica II e servennos de repaso e
introducion ao formalismo hamiltoniano ou candnico.

1.1.1. Transformacions de Legendre e funcién hamiltoniana

Definamos o que se cofiece matematicamente como unha transformacion
de Legendre. Sexa unha funcién f = f(z;,y;,t), j = 1,...n e consideremos
a sua diferencial:

of of of
df = —dt + ZJ: (mjdmj + %dyj> = wdt + ; (ujdz; + vidy;), (1.1)

= Of o= Of 4, =9
onde uj = z.-, vj = 5,5, W = G

variables conxugadas. O obxecto da transformacién de Legendre é construir
unha nova funcién a partir de f na que parte das variables independen-
tes, por exemplo as xj, substitiiense polas sias conxugadas. Sexa esta nova

funcién:
g= Zujmj —f (1.2)
J

e (zj,u5), (yj,v5), (t,w) son parellas de



e escribamos a sta diferencial:

dg = Z(ujdxj + .Z‘jdu]') —df =
J
= Z(ujdz:j + xjduj) — Z(ujdxj + v;dy;) — wdt =
J J
= Z(J;jduj —v;dy;) — wdt, (1.3)
J

de xeito que g = g(uj,y;,t) con

0 0 0
a—jj = x5, a—i = —vj, %9 _ . (1.4)
As variables x; e v; son agora funciéns das variables independentes u; e y;
segundo as ecuacions anteriores.

A funcién g chamaselle a transformada de Legendre de f.

As transformaciéns de Legendre tsanse en Termodindmica para construir
uns potenciais termodindmicos a partir doutros. Por exemplo, a enerxia
interna U ¢é unha funcién da entropia e do volume U = U(S,V), dU =
TdS —pdV, de xeito que g—g =Te g—g = —p. A entalpia H obtense mediante
unha transformacién de Legendre respecto 4s variables conxugadas (V,p):
H = H(S,p) = U+ pV, con %—g =Te %—H = V. Analogamente pddense
definir a enerxia libre de Helmholtz FI(T, V) = U —T'S e a enerxia libre de
Gibbs G(T,p) =H —TS.

En Mecénica facemos unha transformacion de Legendre para pasar das
variables ¢; 4s stias conxugadas p;, e da funcién Lagrangiana L = L(q;, ¢;,t)
a funcion hamiltoniana ou hamiltoniana:

H =3 pj4—L (1.5)
J

onde
H = H(gj,p;.) (1.6)

é unha funcién das coordenadas e os momentos, que pasan a ser variables
independentes que xogan un papel equivalente. Hai unha coordenada e un
momento por cada grao de liberdade. O espazo de 2n dimensiéns expandido
polas ¢; e p; chdmase espazo de fases e xogard un papel importante en
Mecénica Estatistica, oscilaciéns non lineares, etc. O movemento dun punto
neste espazo estara determinado polas ecuaciéns de Hamilton ou ecuacions
canénicas.

A definicién da hamiltoniana é a mesma que a funcién de Jacobi h, pe-
ro é importante distinguir de que variables depende cada unha delas. En



H, a transformacion de Legendre fai que toda a dependencia nas velocida-

des ¢; sexa substituida pola dependencia nos momentos p;. Na practica o
j j

procedemento para obter a hamiltoniana é o seguinte: as ecuacions

oL
= 1.7
definen os momentos como funciéns das velocidades:
pj = pj(qj,d;,1). (1.8)

Se suponemos que deste sistema de ecuaciéns se poden despexar as veloci-
dades:

4j = 4;(qj,pj» t) (1.9)
a hamiltoniana obtense substituindo esta expresién na definicion:
H(qj,pjit) = > pidi(g5,pi»t) — L (45,4545, s 1)) (1.10)
J

1.1.2. Ecuacions candnicas

Calculemos a diferencial de H considerando que H = H(q;,pj,1):

oOH oH oOH
dH = Z <aqjdq]' + %dpj) + Edt. (1'11)

J

Ademais, partindo da defincién H = 3 ;Pjqj — L temos que:

oL oL oL
dH = EJ: <pjdqj + ¢;dp; — a—qjdqj — 8q_jdq3> — 5=

= z]: <qjdpj - :;JLjdqj> - %—?dt, (1.12)

Xa que g—q.Lj = p;. Usando as ecuaciéns de Lagrange é% = pj, obtemos que
dH = (4;dp; — pyda;) — %dt, (1.13)

J
e comparando:

q'jzgga ﬁjz—gi %{jz—%f- (1.14)

que son as ecuacions de Hamilton ou ecuacions candnicas. Ademais temos
que, usando estas ecuaciéns:

) . OH
dH = Z (4;dpj — pjdq;) + Edt (1.15)
J



e, dividindo por dt:

O =3 (s~ i) + Gt = (1.16)
dH OH 0L
dt ot ot

A funciéon hamiltoniana ten a caracteristica especial de que a sia depen-
dencia total no tempo é igual a explicita, e por iso cando H non depende
explicitamente do tempo (e polo tanto L tampouco) é automaticamente
unha constante do movemento. Mdis adiante veremos que isto non é casua-
lidade e que a hamiltoniana satisfai estas propiedades porque é a funcién
que xera a evolucion temporal. Ademais, cando a lagrangiana é cuadratica
nas velocidades, a hamiltoniana coincide coa enerxia total do sistema e pode
calcularse doadamente expresando esta ultima en funcién das coordenadas
e 0s momentos.

(1.17)

1.1.3. Exemplos
Particula nun potencial central

Unha particula que se move nun potencial central que s6 depende da
distancia & orixe ten unha lagrangiana:

1 . .
L= Em(f“2 + 1202 + r2sin” 0¢%) — V(1) (1.18)
en coordenadas esféricas. Os momentos candnicos conxugados son:
pr =mi, pp = mr0, Do = mr? sin? 06, (1.19)
relaciéns que se poden inverter para obter as velocidades:
. Dr A Do I Py
r=—, 0=—, =" 1.20
m’ mr? ¢ mr2sin® (1.20)

Sustituindo estas expresions na defincién H = Zj pj¢; — L obtemos a ha-
miltoniana da particula no potencial central:
2
p o P P

H(T‘, 07 ¢7pT7p97p¢) = % + 2mr2 + 2m7“2 Sin2 9 + V(T) (121)

Esta hamiltoniana é unha constante do movemento xa que non depende
explicitamente de ¢t. Ademais, o seu valor coincide co da enerxia total, xa
que L é cuadratica nas velocidades.

En coordenadas esféricas, a simetria baixo rotacions é explicita e reflicte-
se no feito de que existen coordenadas angulares que son ciclicas. Malia iso,
en coordenadas cartesianas:

p? pg p?
H(:B,y,x,pm,py,pz) = ﬁ + % + 27; + V(\/m) (1.22)

e non hai ningunha coordenada ciclica, ainda que a simetria é, evidentemen-
te, a mesma e o momento angular unha constante do movemento.




Particula cargada nun campo electromagnético

A lagrangiana é:

1
L:T—UzimVQ—qq)—i—qA-v (1.23)
€ 0 momento: A
p=mv+qgA = v=P"1% (1.24)
m

Entén,

1 —gA\? — gA)?
H=pv—-L=pv——m P4 +q®P—qA-v = w—l—q@ (1.25)
2 m 2m

Neste exemplo vemos que H = T+ V, onde V é a parte conservativa do
potencial (a que non depende da velocidade). H consérvase xa que non
depende explicitamente do tempo, pero non coincide coa enerxia, que contén
tamén a parte do potencial dependente da velocidade: H =T 4+ V # E =
T + U. Isto é debido a que a lagrangiana non é cuadrética na velocidade. A
enerxia total non se conserva.

1.1.4. As ecuaciéns canodnicas e o principio variacional

As ecuaciéns candnicas poden obterse tamén, por suposto, dun principio va-
riacional. Na obtencién das ecuaciéns de Lagrange considerabamos traxec-
torias no espazo de configuracién n-dimensional. Agora debemos considerar
a accién como un funcional no espazo de fases de 2n dimensions e expresala
en funcién da hamiltoniana da seguinte forma:

t1

t2
S= [ at | pig—H|, (1.26)
j

onde ¢;(t) varfase coa condicién de contorno dg;(t1) = dg;(t2) = 0 (non é
necesario imponer tal condicién explicitamente nos p;, como veremos mdis
abaixo).

Se facemos as variaciéns de xeito andlogo ao caso lagrangiano:

f2 OH OH
5S= [ dt [paq- +§;i0p; — —8q; — 5p-] = 0. 1.27
4 ; J7H] I 8(]]' J 8]9]' J ( )

Integrando por partes o termo en d¢; e tendo en conta que os termos de
fronteira se anulan:

t2 0H 0H
08 = dt {—p-éq—i-(j‘ép‘—éq—dp} =
t1 Zj: I J J 8(]]' J (‘)pj J

t2 OH OH
= dt —|p;i + =— 5-+(")5}:0 1.28
/t 1 zj: [ <p] aqj> aj qj (9]9]' Dy ( )



e se as ¢; e as p;j se consideran independentes, isto condiicenos 4s ecuaciéns

de Hamilton: SH OH
G = . pi=——. 1.29
J 8103' J 8(]j ( )

En realidade non seria necesario considerar as p; como independentes, pois
os coeficientes de dp; son identicamente nulos polas ecuaciéns da transfor-
macién de Legendre, e de feito virfan fixados polos dg;, pero isto non altera
o resultado de que as ecuaciéns canénicas son consecuencia do mesmo prin-
cipio variacional que as Lagrange e polo tanto equivalentes a elas.

1.1.5. Ecuacions canonicas en forma matricial. Forma sim-
pléctica.

Para o sistema con n graos de liberdade temos 2n variables candnicas.
Definimos o vector & de xeito que z; = ¢;, Tp+i =pi, Vi=1,...,n. & é un
vector no espazo de fases de 2n dimensiéns:

f:(q_:m:(q17q27’"7qn7p17"’7pn)' (130)
O gradiente neste espazo:
v, = 2L (1.31)
T ox '
para calquera funcién F'(¥) = F(q,p) ven daquela dado por:
- OF oF OF
VQCF) - (&) & 1.32
( i < oz )l Ox;  0g; (1.32)
- OF OF OF
VJCF) - (&) = % vi=1,....n (133
( n+i ( ox )n i OTnyi  Opi ' n. (1.33)
As ecuaciéns candnicas escribiranse entén como:
. - OH
r=J-V,H=] - —, 1.34
r=1J J P ( )
ou, en componentes:
H
Lo = Jangb; a,b=1,...,2n, (1.35)
onde J;; son as componentes de J, que é a matriz da forma simpléctica:
_ 0 ]Inxn
J= ( L. 0 > . (1.36)
A forma simpléctica J satisfai as seguintes propiedades:
2 = -, (1.37)
J'-J = J-J" =1 (ortogonalidade), (1.38)
JT = —J (antisimetria), (1.39)
detJ = 1. (1.40)



1.2. Transformacions canonicas

Sabemos dos cursos anteriores que cando unha coordenada é ciclica o seu
momento candénico conxugado é unha constante do movemento. Supofiamos
que temos un sistema mecanico onde todas as coordenadas son ciclicas,

H = H(p;), e todos os momentos son constantes p; = _% =0, p; = ;. Se
H non depende do tempo H = H(«;) e é unha constante do movemento.

O resto de ecuaciéns candnicas seran: ¢; = % = wj, onde as w; son todas
1

constantes. A solucién é trivial: ¢; = w;t + 5;.

Raramente atoparemos un sistema asi, pero tamén sabemos que exis-
ten moitas posibles eleccidns de coordenadas xeneralizadas e algunha destas
elecciéns pode conter mais coordenadas ciclicas que outras. Por exemplo:
para unha particula movéndose nun campo de forzas centrais no plano, en
coordenadas cartesianas: H = 5 (p2 + p2) + V(y/2% + y?), mentras que en

polares: H = 51 (p? + %;) + V(7). Ambas elecciéns son igual de vélidas,
pero en cartesianas ningunha coordenada é ciclica, mentras que en polares
éo 0, polo que o momento angular [ = py consérvase e podemos reducir o
problema a un problema unidimensional resoluble polo método da enerxia.

Unha estratexia seria disponer dun método para transformar as coorde-
nadas a un sistema no que o maior numero posible delas fosen ciclicas ou
idealmente o foran todas. Isto levaranos as transformaciéns candnicas e o
método de Hamilton-Jacobi.

No formalismo lagrangiano temos n coordenadas xeneralizadas e pode-
mos considerar transformaciéns do tipo:

Qi = Qi(q, 1), (1.41)

como poden ser os cambios de coordenadas cartesianas a coordenadas ci-
lindricas ou esféricas. Estas transformacions son transformacions puntuais
no espazo de configuracions de n dimensiéns. As transformaciéns puntuais
deixan invariantes as ecuaciéns de Lagrange, é dicir: se

d (0L oL
4 <8q> -G =0 (1.42)
entén: i /or or

Na formulacién hamiltoniana temos 2n variables independentes (g;, p;) (ade-
mais de t) e podemos considerar transformaciéns mais xerais:

que son transformacions no espazo de fases. Sen embargo, non toda trans-

formacién no espazo de fases preserva as ecuacions de hamilton; sé algunhas
delas, as transformacidns candnicas:



Definicién: Unha transformacién no espazo de fases: Q; = Q;(q,p,t),
P, = Pi(q,p,t) é unha transformacion candnica se existe unha funcién
K(Q, P,t) tal que as ecuaciéns do movemento nas novas variables sexan:

: 0K
G = 5 (1.46)
: 0K
Bo= =55 (1.47)

A funcién K é a hamiltoniana transformada. Na seccién seguinte imos ca-
racterizar unha transformacién canénica mediante o que imos definir como
funcion zeratriz.

1.2.1. Funcién xeratriz

Vimos nas secciéns anteriores que as ecuaciéns candnicas se poden de-
ducir do principio variacional §5 = 0 onde S é a accién de Hamilton ([1.26]).
Para unha transformacién candnica, nas novas variables teremos:

ZPQl— ] = (1.48)

E suficiente que os integrandos destes dous principios variacionais difiran na
derivada total dunha funcién F(g;, pi, Qi, P;, t), xa que se

65 =9 dt
t1

sz‘h H= ZPQZ K+d—F (1.49)

entén
dF

0 dt— O[F(t2) — F(t1)] =0, (1.50)
t dt
dado que as traxectorias son tales que dq; = dp; = 0Q; = 0P, = 0 nos
instantes inicial e final.

A funcién F (gi, pi, Qi, P;, t) chdmaselle funcion xeratriz da transforma-
cion candnica. F é unha funcién das 4n + 1 variables (g;, pi, Qi, P, t), pero
sé 2n + 1 delas son independentes, xa que temos as 2n ecuaciéns .
En xeral haberd moitos xeitos de elixir esas 2n variables independentes.
Especialmente interesantes son os seguintes catro casos:

F = Fi(qQ.1), (1.51)
F = PBy(qP1), (1.52)
F = F(p,Q,t), (1.53)
F = FEy(p, P, (1.54)

ainda que existen outras opcidns.



Vexamos como a funcién xeratriz determina a transformacién candnica.
Sexa o primeiro dos casos anteriores: F' = Fi(q, Q,1):

) : dFy
G — H = PQ;, — K+ —, 1.55
zi:pq XZ: Qi— K+ — (1.55)
pero:
dF1 8F1 . 6F1 . aFl
—_— = —q; — G/ -, 1.
d EZ:(aqquraQiQ)Jr ot (1.56)
polo que:

Z(pi—%jl) mZ(—Pi gg)@ vE-2h 0 (s7)

i

e, dado que se elixiron as ¢;, Q; como variables independentes, podemos
igualar termo a termo:

_OR
Pi= g (1.58)
_0R
Pi = ~5o (1.59)
Kk = mH4 281 (1.60)

ot

Destas ecuaciéns obtemos a forma explicta da transformacion: de (1.58)),
D = 8F1 (q,Q t), podemos despexar Q;(q,p,t). Substituindo este resultado

en , P, = 851 (¢,Q, t) obtemos Pi(q,p,t). Finalmente, a hamiltoniana
transformada ven dada por , tras expresar as vellas variables en funcién
das novas (dando por suposto que a transformacién e invertible):

0Fy
ot

Algunhas veces non é axeitado ou non é posible atopar unha funcién xeratriz
de tipo Fi. Os outros tipos de funciéns xeratrices obténense a partir dunha
dada mediante transformaciéns de Legendre, coma as da seccién [I.1.1] Por
exemplo, a partir de F; podemos obter unha F, facendo

K(Q7P7 t) - H(q(Q,P, t)?p(Q7P7 t)7t) ( (Q P, t) Q?t)' (161)

F1+ZQ1PZ Py — ZQzaFI (1.62)

onde temos que substituir todas as Q; = Q;(q, P,t) usando as ecuaciéns da
transformacién. De aqui:

S pidiH = Y PQ K+t = > raK +@—ZQZ P=Y" PO

" (1.63)

10



Os termos ), P,Q; cancélanse, polo que, igualando termo a termo obtemos
agora;
OF: 2 OF: 2 OF: 2
;= , ;= =, K=H+ —. 1.64
De xeito analogo podemos obter as ecuacions de transformacion para os ou-
tros tipos de funciéns xeratrices, F3 e Fy, o que deixamos como exercicio.
Para uso posterior resumimos os resultados, omitindo subindices e sumato-

rios para maior simplicidade e claridade:

o 0F
F t); =— P=——. 1.65
1(Qa Q7 )7 b aq ) 6@ ( )
0F, 0F,
B =F P:; Fy(q, P, t); =—= = —. 1.66
2 1+ Q ) 2((]7 ) )7 aq ) Q oOP ( )
8F3 OF3
F3=F, —qp; F t); =—-—= =——= (1.67
3 1 qp; 3(p7 Q> )? q ap ) aQ ( )
OFy OF,
Fy=F — P; Fy(p, P, t); =—— = —. 1.68
4 1 QP+Q ) 4(p7 3 )? q ap 3 Q OP ( )
Ademais: OF
K=H d 1.69
+ 5 (1.69)
en todos os casos, i = 1,2, 3,4.
1.2.2. Exemplos de transformacions canodnicas
1. Fi =3, qiQ;.
8F1 a511
P = = Qs, P=- = —q;, 1.70
pi=g =@ 90, ~ ¢ (1.70)
que é a transformacién que permuta coordenadas e momentos.
2. Iy = Zz 4 P;.
(9F2 aFQ
Pi= 5o Q op, ~ ¢ (1.71)
que é a transformacién identidade.
6F2 6F2 af]
i = = filg,t), i = = P;. 1.72

A primeira ecuacién dinos que se trata dunha transformacién puntual. Toda
transformacion puntual é, polo tanto, candnica, sempre que os momentos se
transformen de acordo coa segunda ecuacion.

11



4. Oscilador harménico.
Para o oscilador harménico unidimensional, a hamiltoniana é:

H= L(p2 + m2w?q?). (1.73)

2m
H consérvase ao non depender de ¢ e coincide coa enerxia total £. Sendo H
cuadratica en q e p, isto suxire que pode existir unha transformacién candni-
ca tal que a nova coordenada sexa ciclica, de xeito similar ao que sucede co
cambio de cartesianas a polares no caso de forzas centrais. Suponiamos entén

unha transformacion da forma:

mwqg = f(P)senQ, (1.74)
p = f(P)cosQ. (1.75)

Deste xeito a hamiltoniana transformada seria:
K(Q, P) = H(a(Q, P),p(Q. P)) = 5 f(P) (1.76)

e (Q seria ciclica. Para que a transformacién sexa canodnica debe existir unha
funcién xeratriz. Eliximos como variables independentes ¢ e Q e procura-

mos unha Fj. De (1.74), (1.75) temos que p = mwgqcot Q. A primeira das

ecuacions de transformacion:

OF;
p = mwqcot Q = 8—(]1, (1.77)
intégrase doadamente para obter:
1
Fi(g,Q) = gmwg® cot Q +9(Q), (1.78)

onde ¢g(Q) é unha constante de integracién que non depende de g. Da segunda
das ecuaciéns de transformacién:

oF 1 1
—_p="1= —fquQT,
sen” )

55 = 3 (1.79)

onde puxemos ¢'(Q) = g(Q) = 0 sen perder xeralidade ao tratarse dunha
constante aditiva irrelevante. Despexando:

q= \/EsenQ, (1.80)
mw

f(P)=vV2Pmw (1.81)

e a transformacion queda finalmente:

qg = UgsenQ, (1.82)
mw

p = V2PmwcosQ (1.83)

polo que

12



e na hamiltoniana transformada non aparece Q:

K(Q,P) = H(q(Q, P),p(Q, P)) = E = wP. (1.84)

A transformacién inversa é:

@ = arctan (qu> (1.85)
p
1
P = — @ +mi’P). 1.86
5 (07 MW (1.86)

Nas novas variables as ecuaciéns candnicas son triviais:

. 0K E

P = ——= P = = — 1.
20 0= cte " (1.87)

. 0K

Q = 5P = w=Q=uwt+a, (1.88)

onde « é unha constante de integracion. Tendo en conta que a enerxia total
depende cuadrédticamente da amplitude da oscilacién A, E = %mwQAQ, e
desfacendo a transformacién candnica as variables orixinais, a solucién final
é:
q(t) = Asen(wt+ «) (1.89)
p(t) = Amwcos(wt+ «). (1.90)

1.2.3. Transformacions canodnicas en forma matricial. Condi-
cion de canonicidade

Na seccién [1.1.5| vimos que as ecuaciéns candnicas podian escribirse en
forma matricial definindo vectores con 2n compofnientes no espazo fase: ¥ =
(g, ), ecuaciéns , . Consideremos unha transformacién canénica
independente do tempo:

Qi = Qi(qg,p), (1.91)
P, = Pi(q,p) (1.92)

e definimos § = (Q, 13) de xeito que a transformacién pode escribirse ¢ =
Y(Z), Yo = Ya(Z). Derivando con respecto ao tempo (usamos o convenio de
Einstein):

Yo = MypTp; a,b=1,...,2n, (1.93)
onde os M;; son os elementos da matriz jacobiana M :
Wa
My, = . 1.94
ab 8331, ( )
Como x3, son variables candnicas:
. . OH
Yo = Map®p = Mabecia ; (1.95)
Zc
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pero como a transformacién é independente do tempo temos que H(Z) =
K (y(Z)), polo que utilizando a regra da cadea:

OH 0K dys OK

Or. ~ gy dr. @Mdc. (1.96)
Substituindo en (|1.95):
Yo = MapZp = Mabechch = abecM;gf/i- (1.97)
Se a transformacion é canoénica, ten que ser:
MapJoeM gy = Jad, (1.98)
ou ben: dua . Oy
0z, "o, e (1.99)
que en forma matricial escribese:
M-J-M' =] (1.100)

Esta é a condicidn necesaria e suficiente para que unha transformacién in-
dependente do tempo sexa candnica (condicion simpléctica). Se M verifica
dita condicién dise que é unha matriz simpléctica. Unha matriz simpléctica
é unha matriz ortogonal que deixa invariante a forma simpléctica J.

A condicién simpléctica , é tamén a condicion necesaria e
suficiente de canonicidade no caso de que a transformacién sexa dependen-
te do tempo. Non imos dar aqui a demostracion, que pode atoparse, por
exemplo, no libro de Goldstein [I].

Exemplo
A transformacion (1.85)) que utilizamos no exemplo do oscilador harméni-
co ten a matriz jacobiana:

p —q
M= |¢@+p* ¢Z+p?]), (1.101)
q p

que satisfai a condicién simpléctica. Para a transformacién inversa (|1.82))
temos:

V2P cos Q L sen ()
M = V2P (1.102)

]_ 9
—v 2P sen cos
\% Q 55 Q

que tamén a satisfai.

Teorema:
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As transformaciéns canénicas forman un grupo:

- A transformacion identidade é canodnica.

- Se unha transformacion é canodnica, tamén o é a sia inversa.

- Dias transformaciéns candnicas sucesivas (operacién produto) definen
unha nova transformacién canonica.

- A operacién produto é asociativa.

1.3. Corchetes de Poisson

1.3.1. Definicion e propiedades

Nesta seccién imos introducir unha descricién da Mecanica Clédsica que
é formalmente idéntica & da Mecanica Cudntica, o que nos vai permitir a
transiciéon dunha teoria & outra.

Sexan F' e G duas funciéns do espazo fase (e o tempo): F(qi,pi,t),
G(qi, pi, t). Definimos unha nova funcién no espazo fase mediante o corchete

de Poisson:
" (OF 0G  OF 0G
(F.6) =2 (55~ 9,50 (1109

O corchete de Poisson ten as seguintes propiedades:

= Antisimetria:
{A,B} = —{B, A}. (1.104)
= Bilinearidade:
{aA+ pB,C} = a{A,C} + p{B,C}. (1.105)
{A,BB+~C} = p{A,B} +v{A,C}. (1.106)
= Regra de Leibnitz
{AB,C} = A{B,C} + {A,C}B. (1.107)
{A,BC} ={A,B}C + B{A,C}. (1.108)
= Identidade de Jacobi:
{{A,B},C} + {{B,C},A} + {{C,A},B} = 0. (1.109)
{A,{B,C}} +{B,{C,A}} + {C,{A,B}} =0. (1.110)

A identidade de Jacobi substittie 4 propiedade asociativa, que non é satisfeita
polos corchetes de Poisson:

{A,{B,C}} # {{A, B}, C}. (1.111)
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As propiedades anteriores fan do corchete de Poisson un produto de Lie.
O espazo vectorial das funciéns no espazo de fases xunto con este producto
é unha dlzebra de Lie, como tamén o é, por exemplo o espazo de matrices
n xn (GL(n)) coa operacién conmutacién: [A, B] = AB — BA, ou o espazo
de operadores sobre un espazo de Hilbert coa mesma operacién.

Casos particulares son os corchetes de Poisson fundamentais:

{gi,q;} = {pi,pj} =0, (1.112)
{ai,pj} = di5. (1.113)
ou aqueles de funciéns arbitrarias coas variables canodnicas:

oF

, By = 1.114

{qz’ } apz7 ( )
OF

i, Fy = —5 - (1.115)

)

1.3.2. Corchetes de Poisson en forma matricial

No cason = 1:

oG
OF 0G OF 0G OF OF 0 1 Da
F G == _ — = _— —
{£.G} <8q dp 8p6q> <8q’8p><—1 0> oG
dp
OF oG
= —Ju=— b=1,2. 1.11
Ozva Jab 8%'17, a, ) ( 6)
Esta expresién é valida tamén Vn, polo que podemos escribir:
oF _ 0G
FGY= - Jpe—, ab=1,...,2n, 1.117
{ ’ } 837a baxb “ " ( )
ou en forma de matrices:
OF\' 0G5 N\T S
(F,G) = ((%) 352 = (va) T (VxG). (1.118)
Os corchetes fundamentais poden ponerse como:
{Za,xp} = Jap, a,b=1,...,2n, (1.119)
ou en forma matricial:
{2¢ 2} =1. (1.120)

1.3.3. Invarianza candnica dos corchetes de Poisson

Teorema. Unha transformacion no espazo de fases € candnica se e so se
deiza invariantes os corchetes de Poisson fundamentais.
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Demostracién:
Sexa a transformacién candnica y, = yo(Z). Para os corchetes de Poisson
fundamentais temos:

0Yg . O

{yaa yb}x = 87ch v = MocJecaMpg = Jop = {ya?/b}y7 (1'121)
C

g

onde temos usado que a transformacién é candnica e a propiedade simplécti-
ca da matriz jacobiana. A demostracion é valida nos dous sentidos. |

De feito:

Teorema. Os corchetes de Poisson son invariantes baizo transformacions
canonicas.

Demostracion:
{F.G}s = gi abgiz
R R
o aim

1.3.4. Evolucién temporal e leis de conservacion

Para unha funcién calquera F(q,p,t) do espazo de fases e o tempo. Ao
longo das traxectorias, F' depende de t como F(t) = Fq;(t),p:(t),t], a sta
derivada total respecto do tempo é:

dF _9F ZaF LOF ] _OF ZBF@H OF OH
dt ot oq; % " ap, T T o dq; Op;  Op; 045

(1.123)
onde H é a Hamiltoniana e usamos as ecuacions canénicas. Reconecemos no
segundo membro o corchete de Poisson, polo que a derivada de F' se pode
escribir: aF OF

Py +{F, H} (1.124)
e por iso se di que H é a funcién que xenera a evolucion temporal. Por
exemplo, para F' = ¢q;, F' = p;:

i = — — —| = 0ji + —— = , 1.125
¢ Z [3% Opj  Op; 0g; Z 7 Op;  Opi ( )

) Op; OH  Op; OH ] OH OH
i = — Opi + =— = — , 1.126
b Zj: {8% Ip; ap] dq; Z ! dq; 0q; ( )

respectivamente, que son as ecuaciéns canodnicas. Neste formalismo é doado
establecer condicions suficientes para que unha magnitude calquera F' sexa
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unha constante do movemento: calquera funciéon que non dependa do tempo
explicitamente é unha constante do movemento se ten corchete nulo coa
hamiltoniana: %—If =0= % = {F, H} o polo tanto:

OF
9F ) dF
ot _
{F.H} =0 }i a =" (1.127)

Ademais, e dado que {H, H} = 0 identicamente, entén:

0H dH

— =0 — =0. 1.128
o T w (1.128)

Teorema. (Teorema de Poisson) Se duas funcions F,G son constantes do
movemento, o seu corchete de Poisson {F,G} é unha constante do move-
mento.

Demostracion:
Se %—f = % = 0 tamén %{F ,G} = 0. A demostracién consiste simple-

mente en usar a identidade de Jacobi. Como {F,H} = {G, H} = 0, temos:
{(F.G}, H} + {{G, H}, F} + {{H,F},G} = {{F,G}, H} =0, (1.129)

e polo tanto:

d

—{F,G} =0. 1.130

C(RG) (1130)
No caso mais xeral, no que %—Iz # 0 ou %—? # 0 deixamos a demostracién
como exercicio. [ ]

O conxunto de cantidades conservadas cerra baixo os corchetes a dalrebra
de simetria do sistema.

1.3.5. Transformacions candnicas infinitesimais. Teorema de
Noether

Consideremos unha transformacién candnica préxima & transformacion
identidade:

Qi = ¢+ 0g, (1.131)
P, = pi+opi, (1.132)

con d¢;, Op; infinitesimais. A funcién xeratriz ten que ser préxima & que xera
a identidade:

Fy(q,P) = ;P +¢G(q, P), (1.133)
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con € infinitesimal. As ecuaciéns de transformacion son:

OF, 0G oG
_ —p el =P, —p; = —e— 1.134
pi 9q; z+eaqi = Op; i — D eaqi ( 3)
_O0FR _ 0G 0 g =96 9C 2
Qz—aPi—QZ‘f‘GaPi = 0g;i = Q; Qz—ﬁapi—eapi"i_o(e)'
(1.135)

Sexa unha funcién U do espazo fase independente de ¢. Baixo unha trans-
formacién candnica infinitesimal como a anterior:

oUu oUu
v = 3 (G0 ) =

_ so[ou, (96, ou (06
B — [0gq; \9p; Op; oq: )|
oUu 0G  oU oG

B 6;<8Qiapi_apia%‘>_

= {U,G). (1.136)

5U = e{U, G}. (1.137)

No caso particular U = H:

0H = e{H,G}. (1.138)
Se G non depende explicitamente do tempo, %—? =0:
dG
E:0©{H,G}:O<:>5H:0: (1.139)

G deixa invariante a hamiltoniana e xera unha simetria. Aparece de novo o
teorema de Noether, esta vez en forma hamltoniana:

[Lei de conservacién] < [Simetria] . (1.140)
Exemplo: translaciéns espaciais Sexa un sistema dunha particula e a

transformacion candnica infinitesimal xerada pola compofiente do momento
na direcciéon dun vector unitario constante a:

G=a-P. (1.141)
Neste caso:
or = 68—(_;, = ed, (1.142)
opP
N —e(?g =0. (1.143)



A transformaciéon é unha traslacion constante infinitesimal na direcciéon do
vector d xenerada polo momento en dita direccién.

0H|yrast = €{H,G} = e{H,@- P} = e{H,@ - p} + O(€?). (1.144)

SH|prast =0 = {H,d@-p} =0 < @- = cte, (1.145)

que é a equivalencia entre a invariancia baixo translacions e a conservacién
do momento linear.

Exemplo: rotaciéns Sexa agora G = x Py — yP,, vexamos que transforma-

cién xera.
0G
ox = eapm =—ey = X =2 — ey, (1.146)
oG
oy = ea—Py =er =Y =y+ex, (1.147)
0z = 0=>2Z=z (1.148)

FEn forma matricial vemos que a transformacion é a versién infinitesimal
dunha rotaciéon de angulo € arredor do eixo Z:

X 1 — O x cose —sene 0 z
Y]|=[e 1 0 y| ~ |sene cose O yl. (1.149)
A 0 0 1 z 0 0 1 z

As componentes do momento transférmanse exactamente do mesmo xeito,
como corresponde a un vector:

oG
O0p, = o —ePy~ —epy+... = P, =p, —epy, (1.150)
oG
opy = —ea—y =ePp~ep+... = P, =py+ep, (1.151)
0z = 0 =P, =p,. (1.152)
P, 1 —€ O jos cose —sene 0 s
Pyl=1e 1 0| |py]|~|sene cose 0] |py|. (1.153)
P, o 0 1) \p. 0 0 1) \p

A variacién da hamiltoniana baixo esta rotacién infinitesimal é: §H |01 =
e{H,G}, pero G = Py — yP, = xpy — yp, + O(e) = L., a componente z do
momento angular.

0H|rot =0 {H,L,} =0< L, = cte, (1.154)

que é a equivalencia entre a invariancia baixo rotacions e a conservacion do
momento angular.
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Exemplo: translaciéns temporais.

Sexa G = H.
L, oH . it+e—7(t) "
o = € o5 €r=¢€ . =7t +e€) —7(t) (1.155)
op = —e%j;[, —ep= ew =p(t+e)—p(t), (1.156)
€

onde utilizamos as ecuaciéns canonicas e a definicién da derivada respec-
to do tempo. A hamiltoniana H é daquela a xeneradora das translacions
infinitesimais no tempo, a evolucién temporal e

§H|y =0 {H,H} =0. (1.157)

Isto representa a variacién de H ao evolucionar (¢q,p) pero non a posible
variacion explicita de H, xa que ¢t non cambia na transformacién candnica.
Dito doutro xeito, toda a dependencia temporal de H é a explicita:

OH dH
—_— = (1.158)
ot dt

A transformacion que leva ao sistema dun instante ¢ a outro instante pos-
terior ¢ 4+ € é unha transformacién canénica. Unha transformacién candnica
finita serd unha sucesién de transformaciéns infinitesimais, polo que con-
cluimos que a evolucion temporal é candnica e que estd garantido que un
sistema hamiltoniano permanece hamiltoniano ao longo da sda evolucién
temporal.

1.3.6. Cuantizacién canénica (Dirac)

O formalismo que vimos de estudar permite facer a transicion da Mecéni-
ca Clasica & Mecanica Cuéntica de acordo coas seguintes regras (cuantiza-
cion canonica, Dirac, 1926):

1. As funciéns do espazo de fases F' substitiense por operadores F nun
espazo de Hilbert.

2. Os corchetes de Poisson substitiense polo conmutador de operadores
do seguinte xeito:

ih{F,G} — [FG} . (1.159)

Por exemplo, para unha particula nunha dimension, a coordenada x e o
momento p serdn cuanticamente operadores no espazo de funciéns de onda
(regra 1.):

r — X | Xp(z) = zp(z) (1.160)
p — P | Pw(@:-m%w(w). (1.161)
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A~

Entén, o conmutador [X, P] seré:
X(Py()) - P(X¢(2)) =
d d
— (i ul)) + ihg (o) =

X, Ply(x)

- —ih:pid)(a}) + ihp(x) + ihxiw(if) =

dx dx
= ih(x), (1.162)
polo que podemos escribir: o
[X, P] = ih, (1.163)

de acordo coa regra 2.
Se a particula se move nun potencial V' (z) a hamiltoniana H pasa a ser
un operador H:

He P v — B :{l(m@><4hd>+wXﬂw@

- 2m 2m dx dx
12 & (x)
“om  de? + V(z)y(z). (1.164)

A hamiltoniana H consérvase e o seu valor é o da enerxia H = E:

1 ()

H=F — Hi(z) = Ey(z) = s

+ V(z)p(z) = Ey(x),
(1.165)
que é a ecuacién de Schrodinger nunha dimension.

1.4. Teoria de Hamilton-Jacobi

1.4.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Vimos de entender que as transformaciéns canénicas poden servir para
ter un método xeral de resolucion de problemas, facendo, por exemplo, que
as novas coordenadas candnicas sexan todas elas ciclicas. Podemos ir ainda
mais ald e buscar transformaciéns onde a hamiltoniana transformada sexa
nula:

K=0, (1.166)
xa que daquela:
oK .
-0 = ; = B = cte, 1.1
9P, Q:i=0=Q; =B =cte (1.167)
K .
((;Qi =—-P,=0= P, = o; = cte, (1.168)
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E podemos fixar estes valores constantes como, por exemplo, os valores ini-
ciais das coordenadas e os momentos.

Qi=qo=q(t=0), P =pio=pi(t=0). (1.169)

Deste xeito, invertindo a transformacién candnica, que non seria mais que a
evolucién temporal, obtemos a solucién:

Qi = Qi(q,p,t)} N {qz‘ = qz‘(@Pat)} N {Qi = ai(a0, Po, t) (1.170)

P; = Pi(q,p,t) pi = pi(Q, P, t) Pi = pi(qo,Po,t).

Sexa F' a funcidn xeratriz da transformacién candnica desexada con K =

0, a cal debe satisfacer:
K-+ o (1.171)
ot
A idea de Jacobi foi elixir F' do tipo Fy(q, P,t), con ecuaciéns de transfor-
macién:

0F,
;= 1.172
Di 9a; ( 7 )
R
Qi = 9P, (1.173)

Denotemos S = F» (non por casualidade) e chamaremos funcion principal
de Hamilton, & solucién da ecuacion:
oS oS

H(q;, 8qi’t) T =0, (1.174)
que é a ecuacién de Hamilton-Jacobi. Dita solucién serd funciéon das coor-
denadas e de n constantes de integracién independentes oy, i = 1,...,n:
S=S5(q1,--,qn,1,...,an,t) (en realidade haberia n + 1 constantes, pero
unha delas serd unha constante aditiva global, que é irrelevante: S — S+ ).
Identificamos entén as constantes «; como os valores dos P; que aparecen
na F5, todos eles constantes:

P, = q;. (1.175)

Usando as ecuaciéns de transformacién e que as novas coordenadas son
constantes Q; = f; (xa que K = 0):
a8 a8

@_aa_a%

= bi, (1.176)

de onde despexamos as coordenadas orixinais en funcién do tempo e un
conxunto de constantes de integracién: ¢; = ¢;(«y, B, t).

En conclusién, a funcién principal de Hamilton S(q, ) é a funcién xeratriz
dunha transformacion canénica que leva a coordenadas e momentos constan-
tes. Matematicamente, o conxunto de 2n ecuaciéns candnicas de primeira
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orde substitiiese por unha soa ecuacién en derivadas parciais de primeira
orde.

A funcién principal de Hamilton ten, ademais un significado fisico. A
derivada total respecto do tempo é:

ds 0S oS .
% — E 4 : 87%-%' (1.177)

Dado que g—f = p; € que S é solucién da ecuacién de Hamilton-Jacobi:

ds

- Bt ;pi(ﬁ =L, (1.178)

e podemos escribir:
t
S = / Ldt, (1.179)
0

polo que poderiamos interpretar S como a accién. Sen embargo, esta funcion
principal non é exactamente a accion de Hamilton que temos estudado,
xa que depende do tempo t e tamén dos valores das coordenadas en dito
instante ¢;(t). A funcién principal de Hamilton é a accion dependente das
coordenadas.

1.4.2. Separacién de variables

O método habitual para resolver a ecuacién de Hamilton-Jacobi é o de
separacion de variables.

Separacion da variable temporal:
No caso de que a hamiltoniana non dependa do tempo, H = h = cte e
podemos separar a variable ¢, para o cal definimos W(q) tal que:

S(qi, iy t) = W(gi, os) — ht. (1.180)

Entén % =—H = —-h, g—i = %—Z, e a ecuacién de Hamilton-Jacobi é agora:
ow

H(q;, ) = h = cte. (1.181)
9qi

Esta ecuacién xa non depende do tempo. O valor constante da hamiltoniana
h é normalmente a enerxia: H = h = E. W chamase funcion caracteristica
de Hamilton e xera unha transformacion candnica distinta & que xera S.
Efectivamente, consideremos a transformacién candnica que fai ciclicas
todas as coordenadas, K = K(F;). Todos os momentos conxugados son
constantes: P; = «;. Se a transformacion é independente do tempo, tamén o
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serd a sua funcién xeratriz (por exemplo de tipo Fy) e K = H +% =H=h,

e polo tanto:
OF,

Iqi
que é a mesma ecuacién que satisfai W . A hamiltoniana transforma-
da non é agora nula, senén constante, polo que as ); tomaran tamén valores
constantes v; (que dependeran das «;), sendo inmediata a integracién das
ecuaciéns candnicas:

H(q;, ) = h = cte, (1.182)

. oK 0K
©i= 98" da,
Das ecuaciéns da transformacién candnica poderemos despexar as variables
orixinais e obter a solucion:

(1.183)

ow oW
R — 2 ) — g . — g B 1), 1.184
Qi ap, dav; (%7 az) vit + Bi = ¢ QZ(ala Bi, t) ( 8 )
Ademais, W ten significado fisico, xa que temos:
aw ow
— = i = iQi = iQis 1.1
=2 g ;pq =W /dtzi:pq (1.185)

que é a chamada accion de Maupertuis, o obxecto relevante nun principio
variacional alternativo ao principio de Hamilton tal como o coniecemos: o
principio de minima accion ou principio de Maupertuis (1744).

Separacion dunha coordenada ciclica:
Sexa g1 unha coordenada ciclica. A ecuaciéon de Hamilton-Jacobi inde-
pendente do tempo seré:

ow ow
H(q%"'aqnaaia"'v

) =h, 1.186
@ qn, ) ( )

e separamos W(q1,...,q,) = Wi(q) + W' (g2, -..,qn). Ao ser ¢ ciclica, o
seu momento conxugado é constante: gTV[ll =p; =7 = cte = W1 =yq, é
dicir:

W(le”‘)Qﬂ) :71q1+W/(q27"'7QH)7 (1187)
e o problema redticese a outro cunha coordenada menos:
oW’ ow’
H ey n, y—=——e.,——) = h, 1.188

Toda coordenada ciclica é, polo tanto, separable.

Sistemas completamente separables:
Dirase que a ecuacién de Hamilton-Jacobi é totalmente separable se

S(qu, - qnst) = ZSi<Qi,t). (1.189)
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Este é o caso cando a hamiltoniana se separa como H = ), H;(¢;, pi),
xa que daquela a ecuaciéon de HJ tamén se separa:

> (8;;" + H) =0. (1.190)

i

Como cada termo depende sé dunha das ¢;, pode separarse t en cada S;:
ow
SZ' Z’,t = Wi i) — hz‘t = —hi HZ‘ iy T =0. 1.191
)= Wala) ~ it = 37 [+ 1 (0 )| (1191)

As constantes h; chamanse constantes de separacidn e o sistema desacéd-
plase en n ecuaciéns de primeira orde (redicese a cuadraturas):

onde as constantes de separacién satisfan que ), h; = H = h.

1.4.3. Exemplo: HJ para unha particula en caida libre
Consideremos unha particula movéndose sobre a linia vertical sometida
a un campo gravitatorio constante g. A hamiltoniana é:
H= i + mgy (1.193)
2m

e a ecuacion de Hamilton-Jacobi:

S 1 [0S\?
“L - (22 —0. 1.194
6t+2m <8y> +mgy =0 (1.194)

Separamos variables: S(y,t) = So(t) + W(y), de onde

Sy .1 [owW)\? B
= =l 2((9y> +mgy = h, (1.195)

onde h é o valor constante de H, é dicir, a enerxia: h = H = F. Integrando
obtense:

So(t) =—Et; W = /dy\/Qm(E —mgy) =
= S(y,h = E,t) = —FEt+ /dy\/Qm(E —mgy). (1.196)

Unha vez resolta a ecuacién e obtida a funcién principal de Hamilton, a
solucién obtense das ecuaciéns da transformacion candnica:
oFy, 08

Q= P = Fa B = cte. (1.197)
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Dado que a hamiltoniana é constante (F) e depende s6 de constantes temos
que g—g tamén é unha constante. Entén:

0S 0SOFE oS ,
%_@a—ﬁ—cteia—E—ﬁ = cte, (1.198)
polo tanto
oS , / 2m
=B =—t+ [ d , 1.199
OF p y2 2m(E — mgy) ( )

de onde, integrando e despexando:

1 E 1
A B g B 1.200
y=—59(t+5) ting — 290 Tt o, (1.200)
sendo voz—gﬁ’eyozmﬂg—%gﬁﬂ.

1.4.4. Integrabilidade. Teorema de Liouville-Arnold

Definicion: Un sistema hamiltoniano conserativo con n graos de liberdade
chamase completamente integrable ou integrable se existen n cantidades con-

servadas independentes en involucidn, é dicir, existen F;, ¢ = 1,...,n tales
que:
a) {F,H}=0,Vi=1,...,n. (1.201)
b) {F,F;}=0,Vi,j=1,...,n (1.202)

c) Os vectores VF; son linearmente

independentes en cada punto do espazo fase. (1.203)

Teorema (Liouville-Arnold): Sexa un sistema hamiltoniano integrable
con n graos de liberdade e hamiltoniana H (g;, p;). Entén:

a) Existen variables canénicas (¢1, ..., ¢n, J1, ..., Jn) en funcién das ca-
les H= H(Jy,...,Jp) e as ecuaciéns do movemento son;
Ji = ¢ (ctes), (1.204)
¢; = wit+ ¢; (O) (1.205)
. H
(b = gJi = w; (ctes)) (1.206)

b) As ecuaciéns de Hamilton nas variables orixinais poden resolverse por
cadraturas (ou sexa, separando variables e integrando).

¢) Se o conxunto de superficies de nivel das constantes do movemento,
M ={(qi,p:)|Fi(q,p) =ci, it =1,...,n} é compacto e conexo (ou mais sin-
xelamente, se as Orbitas son acotadas), entén as variables canénicas (J;, ¢;)
poden elixirse como variables accion-dangulo e o sistema e multiperiddico con
frecuencias w;.
Demostraciéon: Sen demostraciéon. Ver, por exemplo, o libro de Arnold.

Exemplos:
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Particula nunha dimensién nun potencial: V(z), n =1, F; = H.

Particula en 3 dimensiéns nun potencial central: n = 3 e o conxunto
de constantes en involucién é (Fy, Fy, F3) = (H, I_:Q,LZ). As restantes
componentes do momento angular estdn en involucién coa hamiltonia-
na, pero non entre si ou con L,.

Problema dos dous corpos con forza mutua central. Neste caso n = 6
e (Fi,...,Fs) = (Py, Py, P.,H,L? L,), onde L é o momento angular
relativo e P, P,, P, as componentes do momento linear do centro de
masas.

O corpo rixido libre, n = 6, (Fi, ..., Fs) = (Py, Py, P, H, L?, L,).

Calquera sistema con n graos de liberdade con ecuacién de Hamilton-
Jacobi completamente separable: F; = P; = cte. {P;, P;} = 0.

O problema de 3 corpos ten n = 9, pero sé 6 constantes en involucion,
as mesmas que para o problema de 2 corpos.

Exemplo: Sexa o sistema de dous osciladores acoplados:

H = o —(pi +p3) + 5mwi (a1 + @) + 5me’(@r — g2)”, (1.207)

Este sistema ¢é integrable con:

1 1

Fo= —(n +p2)? + meg(ql + g)? (1.208)
1 1

P, = %(pl —p2)? + Zm(wg + 2w (q1 — @)% (1.209)

Introducimos variables candnicas (¢;, J;) de xeito que:

H=F| + F> = woJi +\/wg + 2w2Js, (1.210)

co cal:

. oOH
P11 = — =wy=wi; ¢1 =wot+ [ (1.211)
0J1

. oH
b = G =\l m e da = (e + 20+ o (1212

Se niw1 = nowsy para ni,ne € Z, as érbitas péchanse e o movemento é
periddico.
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